To ITéunto Altnua tov Evkieion , 1
ApplofBnnon tov kol n Anuovpyio twv Mn
Evkieiociov ['eopetpiov

AITEAOZ KQXTAX

Metantoylakdg @ortng EAILL
std091071@ac.eap.gr

e INTRODUCTION:

Edv emyepovvtav pion  odvoyn G GUYKEKPLUEVIG
Smlopatikig epyaciag, ovtn Oo émpeme vo eotidoel og dVo
ovykekpipuéva onpeio. [pota ko kOpra otdyog g eivan n
OVOALTIKY Tapovsiocn Tev mpoomafeidv anddeéng tov Sov
ormjpatog Tov EvkAeidn. Eniong, yiveron ektevig avagopd otnv
apeeffimon g amolvtdTTag Tov KOOMS o1 mpoomdadeieg
amodelEng Tov MTaV  OovedOPIKEG KOl UN  TEAEIOMOUUEVEG.
AvoALTIKOTEPE, OTNV Oapyn TG epyaciag mapovotdletar m
afiopatiky Oespedioon ®g Sopikd cVOTNHO apYDV Yo TN
MoOnpatikn Emetiun , n 10ToptkdTd TG Kot 1| GUGYETION TNG
pe v Evikeldeia I'eopetpio. Ztn ovvéyela, Kotaypdeovrat o
mpoomdfeleg amddeEng Tov Sov awtnuatog EvkAeidn ko
mopatifevior o1 andmelpeg GAPVNONG Tov Kot yévvnong tov Mn
Evkdeideiov Teopetpidv. Tedikd, ovamtoccovtor dte&odikd n
ovdétepn Fempetpio, n YrepPforkr, kabdg kot n EAdeurticy.

e METHODOLOGY:

Amd v épevva Tave oto 50 Evideideto Aitnpa ,ywo mv
npoomadeln amdOEIENG TOL KoL TV €V TEAEL ApVNON AVTOV,
KGAMOTO UITOPOVE VoL Demprioovpe OTL 1 avoakaAvyn g Mn
Evkeideioc INeopetpiog nrav pio topn otov kOGO TmV OeTikdv
eMoTNUOV. Oswpeitor Kot gtvat, pio ETOvVOcTATIKN WE0
cuykpioyn pe v Bempia Tov Komépvikov yua ) I'm kot 1o
YeYovos 0Tt dev amoTelel TO KEVIPO TOV GUUTAVTOG. Oempeitar
Ko etvat, pio 100 e@AAANG omovdadTnTag pe eketvn Tov
Einstein , 6mov avaeépet 611 0 ypovog dev givar o 1810¢ Yo dGAovg
tovg mapatpntés. [og aAlidg pmopei va yapaktnpiotei pio
okéyn O6tav og Pydlel omd omrTd Ko KoTovonTo LOVOTTOTLO, Kot
o Balet og EVVOLEG KAVOVPYIES, POVIOCIOKES KOL AUAEG TOV
SdvoKolo, pmopei va Tig GLALAPEL 0 Voug;

Amd v avakdioyn g kot xerta OAa etvon dtapopeTikd. H
avTiAnyn mov NTav amrodeKTr el pokpov oy 0t 1 [eopetpia
TOL PLOIKOV pag xdpov eivar Evideideta. Oeppodg vrootnpiktig
™G droyng avtg ftav o Immanuel Kant (1724 — 1804). Ot
10€€G TOV OYETIKG e To Ydpo Kot T ['eopetpia Aettodpynoav
AVOCTOATIKG Yl TV SNHOVPYio Kot amodoyn TG VES
I'eopetpiog. Eivoln poipa to@v mpoodevtikdv avipdrmv va
XAPAGGOVY VEOUG OPOLLOVG GTNV TOPELD TOVG LEGH GTO YPOVO Kol
glvar 1 Loipal TOV GUVTNPNTIKOVY 13DV VO 6TEKOVTAL EUTOSL0,
GALoTE YOVINLQ, TIG O TOAAEG POPEG Gryova OUMG, 6 KAOE
peyéAn aAlayn tov kdopov. A&ilel va toviotel 6t1 o Kant otnv
«Kprrien tov KabBapod Adyovy Satumdver nv droyn 6t n
Ieopetpia givar n LEAETN TOVL YDPOV, KOL 1] YVAOGCT| LLOG Y0, VTOV
dev etvar umelpikn aAdd ivol GLVETELR TOV TPOTOV LLE TOV
omoio givat dounpévog o eykéEaAdg pog. H dopr tov givan
tétolo dote 1 Evkheideio 'ewpetpio va amoterel tn povn
l'sopetpia mov pmopet va cuALGPet evkora. Katd cuvémeia,
glvat AoyiKn ot 1 PUGIKN POTH TNG OTOSOYNG TOL TEUTTOV
ortpotog Tov Eviheion.
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a&opatikng Feopetpiog, kot £T01 6€ pia Katovonon Tov
GLVOAOL TMV LOONUOTIKAOV YEVIKE. AKOLT, ATOGAPVICE TNV
£VV010 TOL PLGIKOD YMPOL GE AVTIOUGTOAN LE TV £VVOL0 TOV
ponpoticov y@pov. Me v avayvmpion g 1oxbog ™ Mn
Evkeideiog [N'eopetpioc, Tpodkuye 10 EpOTUA KATA TOGO O
@Vo1KOG xOpog NTav EvkAeideiog 1 6xt. O Schweikart pe to
YEOUETPIKO GHOTNLO TTOV dNUOGIEVGE e TOV TiTAO «Astral
Geometry» emiyeipnoe va deiéetl 6Tt HOVO HEGM TOPUTNPNCEDV
o€ AoTPOVOIKN KAMpaka Oo pmopovoe vo aviyvevbei 1 dtapopd
avapeoa ot d1kn tov Ko v Evkieideln [empetpio. Emmiéov,
o Gauss Tpoonddnoe vo petprioet amevbeiog av To ABpoicHa TV
YOVIAV VOGS LEYAAOV TPLYDVOL 1o0vTat Lle 300 0pBEg ymvieg N
oyt. 'Etot pétpnoe éva tpiyovo to omoio oynuarifetor amd to
6pn Brocken, Hoher Hagen «ou Inselberg, pe mievpég 69, 85 ko
107 yihopétpav ovtiotoyya. Bprike 6t 10 GOpoicpa TV yovidv
vrepPaiver i 180° nepimov katd 15 dedtepa Aemtd. H dapopd
TN OpmG BempnBnke OTL etvat evdg TV 0piov TOL GPAALATOG
Kol GLUVETAG dgV vITapyel omodkAon amd T1g 180°. 'Etol dnidvet
OTL M SOUT| TOL TPUYLOTIKOV XDPOoV givar eviAeideta, pe Baon
™mv gumneipio.

e éva ypappa tov otov Bessel, o Gauss onueiove tog o
ap1Budc eivon Eva TPOidY TNG OKEYNG, EVA 0 YDPOG EIVOL LIaL
TPOYHaTIKOTNTA £EM 0O OVTNY, TNG OTOL0/G TOVG VOUOVG OEV
umopovpe vo yvopilovpe a priori. H mepapaticn £pgvva tov
Gauss y1o 1 YEOUETPIKT SO TOV Ydpov Pactldtav oty Tiot
ot 'eopetpio eivor OepeMddg dtapopeTikn and v
apduntikn kot v avédivon. Evéd ot 0o avtol kAddot tov
podnuotikav Bacioval oty 10€o Tov Kabopol apBpov, n
T'eopetpia yiveton epmelpikn emotun, OGOV amottel
TEPAUATIKY SlEPEVVNON. ATO TIC ONUEIDGELS TOV YVOPILovpe
ot Bempovoe v ['ewpeTpio epunelpikn emoTun cav v
unyavicn. 't avtov, n Mn Evickeideio T'eopetpio ntav and
Aoyt g mAevpdc dyoym, oAl To TEipaa QaiveTal var omokAgieL
TNV EPAPLLOYN TG GTO PUOIKO YDPO.

O Lobachevsky avagépet 0Tt av 0 puotkog ydpog nrav
SPOPETIKOG amd TOV EVKAEIDELD, TOTE 1 Slopopd Tovg Ba
UTOPOVGE VA YiveL pavept] LOVO LEGH TAPATNPCEDV LEYOANS
KAlpoKag y1' ovtd Kot Tpoomdfnoe vo amodeifel epmelpicd ™ pun
evikeideta dopun tov ydpov. Kabdg dev ta katdpepe cupnépave
OTL Y100 GAOVG TOVG TPAKTIKOVG 0K0ToVG 1ovo 1 Evickeidera
['eopetpio elye onpacio. Xto épyo tov «The New Principles of
Geometry», yopoKTnpiotikd Torodeteitan:

«H véa yeopetpio g omolog to Ogpéiia Bpickovtor o€ ovt
€00 TNV €pYOoia, av Kot OeV £XEL EPOPLLOYN 6TN POOT|, LTOPEL Vo
OTOTEAEGEL AVTIKEIEVO TNG POVTAGTNG HOG. AV KoL dgv
YPNOOTOLEITAL GE TPAYHATIKEG UETPNOELS, AvVOlyel Eva VEO
7eSI0 Yo TNV EPAPUOYT TG YEMUETPLOG OTNV aviAvon Kot
AVTIOTPOPWS).

e CONCLUSIONS:

Ia v epappoyn g Mn Evikheideiac l'empetpiog otov
QLGIKO XDPO ,01 deVEEELG HeTAED EMOTNUOVEOV KOl IMOGOP®V
NTAV EVIOVES, LLE OTOKOPVOMLLOL TNV XPOVIKT| TTEPI0B0 apESMS



petd v dnpooigvon g dudheéng Tov Riemann: «Uber die
Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegeny.

2 enuopévn avtr dtden, avaidovtog Tig Lobn LoTikég
W1otteg Un Kabopiopévov avtikelpévoy o Riemann édmwoe
£ULPACT) GTNV S1AKPLoT OVALESH GTO OTEPLOPIGTO KOl TO ATELPO.
Méypt 10TE, 0 YDPOG, WG GLVEKTIKO GUVEYES, Oewpodviov
amePLOPLOTOG, Kot £VOL GHVOPO OTOTEAOVGE Wtopopeio. O
Riemann €8¢1&€ OT1L TO GUVEKTIKO KOl TO TETEPAGLUEVO EIVOL
cuppatd peta&d Toug. H yevikevon mov kdvel otn Beopia tomv
EMPOVELDV KA O1 OVOPOPES TOV GTNV KAUTVAGTNTO TOV YDPOV,
amodekvuoLV 0Tt 0 YDPog T Evickeidetag I'empetpiog kot o
xdpog g I'eopetpiog twv Lobachevsky kot Bolyai tav eiducég
TEPUTTMGELS TOV YEVIKEVHEVOL YDPOL, LLE TOV YDPO TNG
Evkeideiog va givon otabepng undevikig KapmuAdTTos Kot Tov
x®po ™G YrepPolkng va givor otabepng apvnTikng
KOUTOAOTNTOG.

Avti 1 av@ivon yio Ty dopn gvOg ydpov Exel PeYOAN
onuocio ota cuyypova podnpatikd. O Riemann yevikevoe pe
emvyio TV Bempia TG ECMTEPIKNG YEMUETPLOG TAVD GE [0l
emoavew. O Gauss avaltnoe péypt moto onpeio givar duvatov
VO EKQPUCTOVV 01 YEMUETPIKES WOIOTNTES TV KOUTLADV. O
TPEMEL Vo, PNV MNPealovTal omd TV TOPAUOPPOCT] TNG
EMPAVELNG PECO 0TO TTEPLEXOVTA ¥DPO. ES® givan
YOPOKTNPLOTIKA T, TOPASETYLLOTO TOV KOVOL KOl TOL KVAIVOPOL
G€ OVTISGTOAN pE TV ceaipa. Ta dVvo mpmdta Exovv Tig 1d1eg
TOTIKEG E0MTEPIKEG 1O1OTNTEG [E £Vl EMMEDO, S10TL £Vl EMIMEDO
pmopet va SmAmOet Ko va dnpovpynBet £vag kdvog 1 £vag
KOAMVIPOG (ev oALOLDVOVTOL O1 LETPIKEG TOVG GYECELS). ZTNV
opaipa Opms dev GVUPaivEL AVTO LLE TIG TOTIKES ECMTEPIKES
WOTTES TG VAL SLPEPOVY amd aVTEG ToV emmédov. O Gauss
GUVELOINTOTOINGE TMG 01 ECAOTEPIKEG 1O1OTNTEG TOV EMPAVEIDY
givan avtég mov a&ilovv evoekeyn LEAETN OO TOVG EMIOTHLLOVEG.

To evdwpépov tov Gauss evtadnke kot 1o 1827 dnpooicvoe
apBpo pe titho «Disquisitiones generales circa superficies
curves» Omov HEAETA TO TPOPANUA GTN YEVIKOTNTE TOL.
Hoapovoialet Tig TETPAYOVIKES SLUPOPIKES LOPPES KOl E1GAYEL
TV VVola TNG KAUTLAOTITAG-CUEPT OTOKOAELTOL «YKOOVGLOVY
KOUTOAOTNTOY KOt TNV duvaToTnTa £VOC KaBopioov g
KOUTOAOTNTOG LG ETLOAVELNS.

Edd ypnlet 1dwoitepng avapopdc 1 torobétnon tov Riemann
v, v-3146TotEg TOAATAOTITEG TOL YeVIKEVEL To «Theorema
Egregiumy» tov Gauss Tov a.popd TNV KOUTLAITNTO, Kot
dnpootevtke 1o 1828. Av kot dAAol pobnpatikoi iyov prAnoest
pw Yo tov v-didotato Evieldeio xdpo, n déa pog v-
Suaotatng TOAUTAGTNTOG TAV VEN. ZOUGOVA LE OVTH EVOG
YDPog pumopel va opiotel pe tn Porbeia v cuvtetayuévay yio Ty
e&arpifmon g B€omg evog onpeiov, OP®S AVTES Ot
GUVTETAYUEVEG OEV EIVOL OAPAITNTO VO GUVIEOVTAL LLE TNV
andotaot pe eVKAEIdELD TpOTO. O GhYYPOVOG OPIGHOG OGS
TOAOTAOTNTOG omantel OV VoL DTLAPYOVY TOTLKEG QVTE TOL
GUGTNHOTO GLUVTETAYHEV®V KOL VO, U1V DITAPYOLV TPOPANLLOTH GE
TEPLOYES TNG TOAAATAOTITOG EMKOAVTTOUEVES OO TEPLGGOTEPQL
TOL €VOG TETOL0 GLGTNLLOTAL.

Me v avaxdivyn g Mn Evkdeideiag IN'ewpetpiog ta
KoBapd HofNUATIKE PTOPOvY VoL EQAPUOGTOVV LLE GUVETT TPOTO
og YOpovg pe avbaipeto apBud dactdcewv. To epdtpa yroti
0 cuVNOIBEVOG YDPOG ExEL LOVO TPELG dlaoTtdoelg Bempnnke
mpoPAnua g euotkng. I'a tov Jammer: «O Gauss aivetot vo.
£)EL KOTAVOT|OEL OTL TO TPOPANLLAL OV O YDPOG EYEL TPEIS N
TePLOGOTEPES SAOTACELS £XEL TNV 1010 Bdon e To TpOPAnHa Tov
€UKAEIOEI0V 1 U1 EVKAEISELOL YOPUKTIPA TOV XDPOL »

Yuvdpo o Riemann Oempei 1o Zopnav tpiodidototo Kot
UEALOV OLOLOYEVEC. AgV gival GOPES OU®G OTL 1] YEOUETPIL TOV
eivan Evidkeideto. Oa énpene va omacyoMoetl Kupimg Tovg
PVOIKOVE TO TL £160¢ TPLodLdcTaTnG ToOAAUTAOTNTOG Eivat. Ot
poabnuatikoi propovv va fonbioovy, deiyvovtds tovg Tig
SuvaTég ekd0yES g Tpodldotatng moAlanidotntac. (Davis,
2001)

Avapeca oTig TOAAEG OTOTELPES TOV EYVAV Y10 VAL 0todetydel
OTL 0 YMPOG xel Lovo Tpels draotdoels avtn Tov Poincare Mtov
a&opvnuoveutn. Ze £va ypdppa tov Bo emonpdvet:

«TO TO ONUAVTIKO 0O OAa ToL BE@PLLOTA TNG TOTOAOYIKNG
yeopetplog ivar 0Tt 0 YDOPOg £xeL TPELS SAGTACEL ... Tt
EVVOOLE OTAV Aépe OTL 0 YDOPOG £XEL TPELG d0oThoES; [ va
S ®PIGOVLE TO YDPO GE UEPT, EIVAL OTTOPAITNTES TOUES TIG
omoieg OVOUALOVUE ETLPAVELEG, Y10 VO SLYM®PIGOVLE TIG
EMEAveLEG Elvan amapaitnTeg TOUEG TIG 0Toieg ovopdalovpe
YPOLLLES, Y10 VO Sy MPICOVLE TIC YPAUMES Efval amapaitnTeS
TopéG TG omoieg ovopalovpe onueio. Agv propovue, OU®S, va
TpoywPNoovue AALO, apov £va orpelo, omd T oTIyun mov dev
amoteAel éva cuveyég, dgv umopei va dtoupedel. Emopévac, ot
YPOLLES, OL 0TTOiEG UTOPOHV VO, L0OPIGTOVV OO TOUEG TOL OL
id1eg dev gival cvveyn, eivar cuveyn pog didotoons. Ot
EMQPAVEIEG, O1 OTTOIEG UTOPOVV VO SLoY®PLOTOVV GE PEPT| AT
povodidotata GuVEXN, slvar cuveyn dvo dactdcemv. Kot o
YDPOG, 0 omoiog umopel va daywpiotel omd dicdidotata cuvey,
etvar £va GUVEYEG TPLOV JLUGTACEMV.»

Av ka1 o Poincare wicteye 0Tt glye avarkaidyet o Oepeidon
TOW0TIKY PAom Yo Vo 0T0dDGEL 6TO GLVNOIGULEVO YDPO TPELS
SoTAcELS , elval TPOPOVEG OTL 1 amddEIEN TOV GTNV KAADTEP
nepintmon delyvel amhmg v Hrapén evog kdtm opiov 6TovV
ap1fud tav dactdcewv. H a&io Tov cuALOYIGHOD TOL OGTOGO
Bpioketon oto yeyovog 0tL pmopei vo Oempndei mg 1 amapyn g
oVYXPOVIG TOTOAOYIKNG £PEVVAS CYETIKA LLE TO
podnpotcd TpdPinua g dwotaticotnrag. O Poincare av kot
deV AmTOCKOTOVGE GE VAV QVGTNPO OPICUO TG EVVOLNG TNG
dibotacng mpoéPreye opbms Ta 30 0VoLOON GTotKEiN TOV
oOYXPOVOV OPIGUOD TNG: TN YPNOT] TV SO ®PLOTIKOV
VIOYDPOV KOl TOV ETOYMYIKO YOPOKTPO TOV 0ptopod. Ao
avoaeopdg givar 1 Tapdbeon TV 6oV Elxe TEL KATOTE Y10 TOV
GLOYETIGUO ALGVVEIONTOL KO LOONLOTIKNG GVOKOADYNG:

«[o dekamévte pépeg eiya Tpapnéet Ta mhvdsiva va amodei&m
0T 6gv UmopoHV VoL VILAPYOVV GLVAPTHGELS GAV OVTEG — TTOV OO
101¢ TIG OvOpaco cuvaptioelg Fuchs. Opoloym 6Tt povv
avideog. Kdabe pépa xabopovv 6to ypapeio [Lov yio pio Svo mpeg
Ko EKAVOL ATEAELOTOVG GUVOVAGLOVG, YWPIS VO THVE GE KAVEVA
amotéieopa. ‘Eva Bpdadv, ayvonoa tig cuvideteg pov, o évav
Bapd kaeé kot Epeva OAN viyto Edypumvog. Aipvng, ot 18ée¢
Eemetdymray oav cOvvepo. Tig évimoa va. Gpiyouv péypt mov
gywav Cevydpia, dSNUovpydvVTag Gov vo AEpE, Evav otabepd
cvvdvoopod. To endpevo mpwi eiya amodeier v vmapén pog
KAdong cvvapticewv Fuchs, autéc mov mpokvmTovy omod Tig
VREPYEMUETPIKES GEPEC. To PoVo oL Empeme va KAvm NTay va
KOTOYPOW® TO CUUTEPAGLLATA [LOV, TPAYLLO TOL JEV OV TPE
Topd AMyeg dpecy

Xopic vrepPforn T Adyla avtd Ba Tpémet va givar yapoypéva
070 Voo Kabe emoTHova 6tav entyelpet pio amddeén Kot
Bpioketal oe TEMULO, UV LTOPDVTOAG VO ETLTVYEL TO GTOYO TOV.
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